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Resumen

El proceso de infiltracion del agua en el suelo es de gran interés en la agricultura, su
conocimiento ayuda a planificar de una mejor manera los tiempos de riego y las laminas
por aplicar en los momentos que requiere el cultivo. La ecuacion diferencial que describe
la transferencia de agua en los suelos es la ecuacion de Richards, que es dificil integrarla
de manera analitica en la mayoria de condiciones iniciales y de frontera de interés practico
debido a su naturaleza altamente no lineal. Esta situacion conduce al uso de métodos
numéricos para su integracion y su aplicacion en la simulacion de la evolucion del perfil
de humedad y la ldmina infiltrada durante el riego por gravedad, y en la simulacion de la
redistribucion del agua después del riego debido al campo gravitacional, la evaporacion
del agua a través de la superficie del suelo y a la transpiracién de los cultivos. En este
trabajo se estudia la solucién numérica de la ecuacidon que describe la infiltracion del agua
en el suelo aplicando el método de diferencias finitas. La solucion en diferencias finitas se
realiza con esquemas de balance local, como un caso especial se expone el método de
Laasonen. La solucidon encontrada es usada para simular problemas de transferencia de
agua durante y después del riego por gravedad para observar los fendmenos de
infiltracion, evaporacion, transpiracion y percolacién.
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Introduccion

La ecuacion general de transferencia de agua en el suelo, resulta de la combinacion de la
ecuacion de continuidad que se deriva del principio de conservacion de la masa:

B _v.[K(y)vy]-E¥ _y (1)

De la combinacion de la ecuacion de continuidad que resulta del principio de conservacion
de la masa se tiene la ecuacion 2:

00
—+V-q+Y=0 2
a1 2)

y de la ley de Darcy (1856), argumentada experimentalmente, se obtiene la ecuacion
dindmica que resulta del principio de la cantidad de movimiento:

q:—K(w)VH, H=y-z 3)

donde O es el contenido volumétrico de agua, también denominado contenido de

humedad; q =(qx,qy,qz) es el caudal de agua por unidad de superficie de suelo, o flujo

de Darcy, con sus componentes en las direcciones del espacio (x, y,z) ; t esel tiempo; Y

es un término de fuente o sumidero como el volumen de agua extraido por las plantas por
unidad de volumen de suelo en el tiempo; H es el potencial hidraulico o carga hidraulica,
siendo igual a la suma del potencial de presién (y ), el cual es negativo en la zona no
saturada del suelo y positivo en la zona saturada, y del potencial gravitacional asimilado a
la coordenada vertical orientada positivamente hacia abajo (z); K es la conductividad
hidraulica del suelo parcialmente saturado y depende de la presion o del contenido de
humedad. Las relaciones 6(\41) y K(\v) son llamadas caracteristicas hidrodinamicas del

suelo.

La ecuacion diferencial contiene aparentemente dos variables dependientes: el contenido
de humedad y la presion del agua, estas estan relacionadas a través de la curva de
retencion. Con la introduccién de la capacidad especifica definida como la pendiente de la
curva de retencion:

C(y) =j—$ ()

es decir:
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L c(v)2 ®

en la ecuacion solo aparece la presién como variable dependiente y es conocida como la
ecuacion de Richards (1931).

En cuanto a la representacion analitica de las caracteristicas hidrodinamicas, siguiendo a
Fuentes et al. (1992), se utiliza la combinacion de las caracteristicas hidrodinamicas de
Fujita (1952) y Parlange et al. (1982) en estudios tedricos para la construccion de soluciones
analiticas exactas; y en estudios experimentales se utiliza la combinacion de la curva de
retencion propuesta por van Genuchten (1980), considerando la restriccion de Burdine
(1953), con la curva de conductividad hidraulica propuesta por Brooks y Corey (1964),
debido a que satisfacen las propiedades integrales de la infiltracién y facilitan la
identificacion de los parametros. En este trabajo, se presenta la solucién de la ecuacion
diferencial unidimensional vertical de Richards (1931):

C(w)%zé{K(w)(%— ﬂ_r ©)

que resulta de la combinacion de la ecuacion de continuidad:

BNy (7)
ot oz
y de la ley de Darcy:
oy
q, =K(v)-K(v)=~ ®)

Materiales y métodos
Solucion en diferencias finitas mediante un balance local de masa

Para construir la solucion numeérica, se utiliza el esquema propuesto por Zatardin et al.
(1998). De acuerdo con el algoritmo, el perfil del suelo es dividido en capas Az que
pueden ser no constantes. El sistema resultante es no lineal puesto que los coeficientes
obtenidos dependen de la propia solucion. Por lo tanto, la resoluciéon para cada paso de
tiempo es iterativa. El primer estimador puede ser obtenido mediante el esquema de
Laasonen (1949), que resulta al considerar que los coeficientes, la capacidad especifica y la
conductividad hidrdulica, se calculan en el tiempo precedente mientras que el gradiente
hidraulico se calcula en el tiempo actual. El método es implicito de manera parcial y el
algoritmo resultante ya no es iterativo en un paso de tiempo. El sistema obtenido forma
una matriz tridiagonal, es resuelto de manera eficiente mediante un algoritmo de



I Congreso Nacional COMEII 2015, Jiutepec, Morelos, México, 23 y 24 de noviembre

eliminacion gaussiana conocido como algoritmo de Thomas o de doble barrido. Los
coeficientes en el sistema dependen de la propia presion, éstos se actualizan y se vuelve a
aplicar el algoritmo hasta que el siguiente estimador de la solucion en un tiempo dado sea
igual, dado un criterio de error, al estimador precedente. La convergencia puede ser
acelerada si se utilizan algoritmos de segundo orden como el método de Newton para
encontrar las presiones en un paso de tiempo dado. Para poder solucionar el sistema son
necesarias las condiciones iniciales y de frontera.

Condiciones de frontera

Las condiciones de frontera pueden ser agrupadas en tres tipos: de Dirichlet (primer tipo),
de Neumann (segundo tipo) y de Robbins (tercer tipo). En este trabajo se tiene un
particular interés en la condicion de Dirichlet en la frontera superior. En esta condicion se
conoce el valor de la variable dependiente de la ecuacion diferencial para todo tiempo en
la superficie del suelo (presion) que se introduce en la solucion numérica. Para la frontera
inferior se debe tener en consideracion la longitud de la columna. En una columna semi-
infinita la presion corresponde a la condicion inicial. En una columna finita se introduce la
presion en la posicion de la base de la columna para iniciar con el barrido hacia atras.

La solucion analitica de la infiltracion
La solucién analitica utilizada en este trabajo es la construida a partir de la difusividad de

Fujita (1952) y de la relacién conductividad hidraulica-difusividad hidraulica de Parlange
et al. (1982):

_ S_KO)}\’C 1-a .
PO, (1-00,)

O[1-p+(p-a)0]
1-00®

O<a<l ©)

K(6)=K,+(K,-K,) ; 0<B<1 (10)

donde a y B son pardmetros de forma, K_ la conductividad hidraulica a saturacién, © el

grado de saturacion ®=0-6_/6,—0_ ,y A_ es la escala de Bouwer (1964) definida por:
A, =———|D(6)do (11)

Se debe notar que la difusividad de Fujita contiene los comportamientos extremos, ya que
con a=0 se tiene una difusividad constante y cuando a—1 la difusividad se asimila a
una densidad de Dirac; el comportamiento de los suelos es mas cercano del ultimo que del
primero. En el caso de una densidad de Dirac la relaciéon de concentracion de flujos es
igual al grado de saturacion.
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Resultados
Comparacion de la solucion numérica con la solucion analitica

La comparacion entre la solucion numérica y la solucion analitica se lleva a cabo en un
suelo de Montecillo, Estado de México, cuya clasificacion textural americana es un suelo
franco arenoso; el suelo fue caracterizado hidrodindmicamente con el método del drenaje
interno por Cano (1990). De acuerdo con Fuentes et al. (2011) los valores de los parametros

de las caracteristicas de Fujita y Parlange son: 6, =0.520 cm®/cm®, 6, =0.185cm’/cm?,

v |=0cm, K =25em/h, K =0em/h, a=0.969, B=0.998.

|‘Vc| =135cm,

Del comportamiento en tiempos cortos de la solucion de la infiltracion bajo las condiciones
de estudiadas se puede deducir una relacion entre los pasos de espacio y tiempo. En

tiempos cortos I= s\t , de modo que en el primer paso de tiempo I~AzAO y t=At, donde
AO=6_-0,, y ya que S zZ(KS —KO)kCAO se tiene que los pasos de tiempo y espacio
deben ser tales que el parametro adimensional sea del orden de la unidad (Zatarain et al.,
1998).

m:Z(KS—KO)kC Atz 12)
AO (AZ)

En la Figura 1 se muestra la comparacion entre la soluciéon numérica en diferencias finitas
de la ecuacion de Richards y la solucion analitica de Parlange et al. (1982). Los resultados
son similares si el parametro interpolador en el tiempo (®) es cercano de la unidad, es
decir si el esquema es totalmente implicito.
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Figura 1. Perfiles de humedad y la 1dmina infiltrada obtenidos con las soluciones numérica
y analitica de la infiltracion en un suelo franco arenoso de Montecillo, México.

La infiltracion en un evento de riego

La simulacion numérica de la infiltracion, redistribucion y evaporacion del agua en una
columna de un suelo en Montecillo, Estado de México se realiza con las caracteristicas
hidrodindmicas de van Genuchten (1980), para la curva de retencién, y de Brooks y Corey
(1964) para la curva de conductividad hidraulica.

La curva de retencidon propuesta por van Genuchten (1980) se escribe como:

SAS2 AR N . & (13)
0. -0 v,

donde 0, es el contenido volumétrico de agua a saturacion, 0_ es el contenido volumétrico
de agua residual, y, es un valor caracteristico de la presion del agua en el suelo, m y n

son dos parametros de forma empiricos relacionados aqui por la restriccion de Burdine
(1953): m=1-2/n,con 0<m<1y n>2.

La conductividad hidraulica propuesta por Brooks y Corey (1964) es la siguiente:



I Congreso Nacional COMEII 2015, Jiutepec, Morelos, México, 23 y 24 de noviembre

(14)

donde n es un parametro de forma positivo.

De acuerdo con la metodologia propuesta por Fuentes (1992), los parametros 6, 6., m y
n de las ecuaciones (13) y (14) se estiman a partir de la porosidad y la curva
granulométrica y los parametros K  y y, mediante la aplicacion de un procedimiento
inverso de modo de reproducir la fase de avance en una prueba de riego con las
ecuaciones de Barré de Saint-Venant y Richards, en una melga con un suelo franco arenoso
en Montecillo, México. Los valores son los siguientes: 6 =0.4865cm’®/cm?,

0, =0.0cm’/em’®, m=0.125, n=2.2857 y n=11.0; y, =—-32.75cm y K_=1.84cm/h .

Los contenidos de humedad a punto de marchitamiento permanente (0,,,,) y a capacidad
de campo (0..) se estiman como los que corresponden a las presiones de agua

Vop =—15300cm  y  y..=-340cm  respectivamente, asi: 0, =0.0840 cm® / cm’ y

0. =0.2492 cm®/em? . El contenido de humedad inicial a la que debe estar el suelo para

llevar a cabo el riego se calcula como 6, =8y, +F (9 Op\p ), donde F - es el factor de

PMP cc PMP)

agotamiento permisible del cultivo, por ejemplo E, =1/3, con los valores anteriores se
obtiene 0, =0.1391 Cm3/ cm®. La presién del agua sobre la superficie es tomada igual al
Opyp )P, donde P,

es el espesor del perfil de suelo considerado; para una profundidad de 70 cm la ldmina
neta es de 7.71cm lo que corresponde, con una eficiencia de aplicacion de 83.3%, a una

tirante medio h=1.5cm . La ldmina neta de riego se calcula como (9

cc PMP)

lamina bruta de 9.25cm, la cual es aplicada en un tiempo de riego de 86 minutos. En la

Figura 2 se presentan los resultados de la simulacién numérica.
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Figura 2. Infiltracion del agua durante el primer riego en un suelo franco arenoso en
Montecillo, México.

Los procesos de evaporacion y la transpiracion

Para calcular los pardmetros de la armonica se considera que la ldmina de agua evaporada
media anual es Ev,=1168mm, lo que proporciona una ldmina media diaria

Ev,=32mm/d y una lémina media horaria € =0.13mm/h. La selecciéon de
€, =0mm/h conduce a e, =027mm/h. Si se toma el origen del tiempo a la
medianoche entonces se puede tomar t,,=15h como el tiempo donde la tasa de
evaporacion horaria es maxima. La evaporacion como condicion de frontera se introduce

o ez . . k+1
como una condicion de Neumann en la frontera superior haciendo q, |l =—e, (tk+1) .

En cuanto a la transpiracion, existen diferentes posibilidades como los modelos que
incluyen la densidad de las raices o leyes de tipo Ohm. Con fines de ilustracion se toma el
término de sumidero estudiado por Fuentes et al. (2011), a saber:

__ ()
Y=—-—"K(vy) = (15)

donde y es un coeficiente adimensional que refleja la demanda de agua por el sumidero:

se toma para el ejemplo y=0.015. La escala de Bouwer (1964) esta definida por:

JK(v)dy (16)
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Con las caracteristicas hidrodindmicas definidas por las ecuaciones (13) y (14) se calcula
como:

A, :|wd|%8(nm—%,%j 17)

donde B(p,q) =F(p)F(q)/F(p+q) es la funcion beta completa, con p>0 y q>0,y F(x)

la funcion gamma completa de Euler. Para el suelo franco arenoso en estudio
A, =3395cm.

Dentro del esquema de balance local, la forma discreta de la ecuacion (15) es la siguiente:

k+o

k+o _ y j k+o k+o
R (wi —wii, ) (18)
c ]

donde K™ = K(w}‘*"’) .

En la Figura 3 se muestra la evolucion del perfil de humedad después de un riego, debida
a la redistribucion causada por el campo gravitacional, a la evaporacion a través de la
superficie del suelo, a la transpiracion por el cultivo y a la percolacion en la base de la
columna de control del suelo franco arenoso en Montecillo, México. En la Figura 4 se
muestra la evolucion de las laminas acumuladas correspondientes en funcion del tiempo
en el perfil de control del suelo. A un mes del riego el contenido medio de humedad es de

0=0.2060 Cms/ cm’ el cual debe continuar descendiendo en el tiempo para alcanzar el

contenido medio de humedad inicial 0,=0.1391 Cm3/ cm® para asi aplicar el segundo

riego, sin embargo, este perfil medio de humedad se estd tomando hasta los 60 cm de
profundidad, por lo que se debe de tener especial cuidado a la hora de elegir la
profundidad de mojado y la profundidad de las raices.
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Figura 3. Redistribucion del agua después de un riego en el perfil del suelo franco arenoso
en Montecillo, México.
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Figura 4. Laminas acumuladas de agua en funcién del tiempo en el perfil de control del
suelo, evaporada, transpirada y percolada después de un riego en el suelo franco arenoso
en Montecillo, México.
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Conclusiones

La ecuacion diferencial que describe las transferencias de agua en el suelo se integra de
manera analitica en pocas condiciones iniciales y de frontera de interés practico, como en
una columna semi-infinita de suelo con un contenido de humedad inicial constante y una
condicion de humedad también constante en su frontera superior. Las soluciones son
similares si el esquema se toma cercano o igual a un esquema totalmente implicito.

Con la solucion numérica se ha ilustrado la evolucion del perfil de humedad y la lamina
infiltrada durante un riego en un suelo de textura franco arenosa de Montecillo, Estado de
México. También se ha ilustrado la evolucion del perfil de humedad después del riego, es
decir la redistribucion de la humedad debido al campo gravitacional, a la evaporacion del
agua a través de la superficie del suelo y a la transpiracion de las plantas con un modelo
simplificado del término de sumidero, haciendo posible que se puedan observar los
fendmenos que ocurren en un evento de riego por gravedad: infiltracion, evaporacion,
transpiracion y percolacion.

Finalmente, esta herramienta desarrollada puede ayudar en toma de decisiones en los
calendarios de riego que se generan para los cultivos en especifico, no obstante, es
necesario calibra el modelo con datos medidos en campo de la evaporacion y
transpiracion, para obtener mejores resultados.
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